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Relativistische funktionale Methode zur Behandlung stark
verkoppelter Fermionenfelder?
Von G. Heer und A. KiuNEL

Theoretisch-Physikalisches Institut der Universitdt Leipzig *

(Z. Naturforschg. 19 a, 1245—1253 [1964] ; eingegangen am 13. Mai 1964)

A practical method for the calculation of Greex’s functions from the Lagrangian of a fermion-
field is developed (in close analogy to %), which is working in a Lorentz-invariant manner and
allows to treat also strong couplings (or nonlinearities). The essential point is the use of the values
for functional integrals over the fermion-field calculated in lattice space. It is considered, how the
anticommutativity of the fermion-field appears in the result. There are two controls in our calcu-
lations: First the result of the integration must fulfill some functional differential equations. Sec-
ondly the result should coincide in one trivial, well-known example (free field) with the well-known
exact result. Our result fits both controls. Explicitly we present here only the general aspects of the
problem and apply them (in order to illustrate and to controle the scheme) to the calculation
of the 2-point-function of a free fermion-field, in which the mass-term has been split artificially into
two parts, one of them is handled together with the free Lagrangian, the other one is treated as an
“interaction”. The use of certain graphs also here proves to be very useful. The application to more
interesting cases is in preparation.

In fritheren Arbeiten eines der Verfasser ist ausgehend von der Horischen funktionalen Methode?! ein
praktisches Verfahren zur Berechnung der Greenschen Funktionen aus der Lacrance-Dichte eines quan-
tisierten Feldes vorgeschlagen worden 2 3. Dieses Verfahren ist bisher auf ein skalares reelles oder kom-
plexes Feld angewandt worden. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Methode auf die Berechnung
der 2-Punkt-Funktion eines quantisierten Fermionenfeldes auszudehnen. Zur Illustration und Priifung des
Verfahrens wird unten das freie Fermionenfeld behandelt.

Man kann bekanntlich (s. z.B. %) die Greenschen Funktionen eines Fermionenfeldes als Funktionalinte-
grale darstellen; zum Beispiel kann die 2-Punkt-Funktion

§ Seap (21, y1) = (T (Paus(zy) wa(y1) S))os S=T(exp{i [ Ly (x) dz}) (1)
als $ Spay, By(2y, 1) = '{gle@un(xl) e (y1) 'exp{iff.dx} D (p,vy) (2)

geschrieben werden. L ist die Lacrance-Dichte des betrachteten Feldes, Ly die Wechselwirkungs-LaGRANGE-
Dichte; D(ip, ) bedeutet das Differential der funktionalen Integration iiber i und . Durch diese Schreib-
weise haben wir uns bereits darauf beschrankt, daB nur das Fermionenfeld vorhanden ist (frei oder in
Selbstwechselwirkung) . Fiir Wechselwirkungen mit anderen Feldern hat man noch iiber diese Felder zu
integrieren.

In (1) und (2) ist zu beachten, dal} wegen der Antikommutativitdt von % und

(T (@) w(y) S)o= — (T (y) ¥(x) S))o
gilt; in (2) sind i und vy daher antikommutierende c-Zahl-Funktionen:
{#@). %@y} ={v@, v} ={PE). vy }=0.

Die Antikommutativitdt von % und v und die Tatsache, dafl v mehrere Komponenten hat, unterscheiden
den jetzt behandelten Fall von friiheren.

t Diese Arbeit ist als Teil II von Ref. 3 anzusehen. 3 G. Heser u. H.-J. Kaiser, Preprint E-1500, Dubna 1964 ;
* Zur Zeit Dubna, Moskau, Vereinigtes Institut fiir Kern- Z. Naturforschg. 19 a, 828 [1964].
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Wir spalten L in L= L+ Ly auf und entwickeln den Exponentialfaktor mit L:
%S}‘alﬁl (xl ’ yl) = <§>7 f /¢al($1) Ve, (3/1) exp{ifﬁo dx} exp{i .r LW dx} D('T" ’QP)

1 °° - n+
<S> ‘ . l)n f fcazﬂz (Zg,yz) . an+1ﬂn+1(xn+1:_7/n+1) (Pn+1 G ‘/‘371y+11)d1'2-'-dyn+1- (3)
0,

Die Guasi(x;, y;) und die @, hingen von der konkreten Aufspaltung L=L,+ Ly ab3 Wir legen
L= —§(—iy“Cu+m)y—g(@pIy)? zugrunde [I'=1, y*,...; entsteht durch (7 I'y) ein Vektor,
Tensor, ..., dann ist zu beachten, daB (ip I'vy)¢ ein Skalar wird]. Den Term — m i vy kann man sowohl
zu L, als auch zu Ly rechnen. Wir nehmen als L, die Lacrance-Dichte des freien Dirac-Feldes

Lo= —§(—iy“Ou+m)y. (4)

Dementsprechend sind G, (215 y) =0 @i—y) (=i ke +m 1) (5)
Y

und sv,,v&’f.‘::;;fﬁf..‘f,'s‘,;"’”"’ = [ o (21) 5. (1) P (22) .. ¥ 5 (y) exp{i [ Ly dx} D(F, ). (6)

Der Nenner von (3), (S)y= fexp{t fﬂdx}D(y' ), wird genauso entwickelt wie der Zahler. In den
entsprechenden ¢,,® fehlt lediglich das Produkt iy, (z{) vp, (¥4).

Die Darstellung (3) fiir die 2-Punkt-Funktion ist hier im Gegensatz zu >3 ohne Verwendung des Be-
griffes der dufleren Quellen abgeleitet worden. Das ist giinstig, weil man dabei keine Annahmen iiber die
Konvergenz der in % 3 verwendeten VoLterra-Reihe braucht.

Der Begriff der duBeren Quellen ist aber niitzlich, um gewisse Beziehungen zwischen den ¢, herzuleiten.
Das als

Q= [exp{i Lw® dz} D (i, )

definierte Funktional £ geniigt fiir ein bestimmtes Ly® ganz bestimmten funktionalen Differentialglei-

chungen (in Lw® sind die duBeren Quellen enthalten), z. B. lautet  fiir Ly = — g %a(z) ya(2)
diese Differentialgleichung fiir Q= f exp{ — if (gpy—po—ovw) dz} D(ip, )

. )

% " e 2
(s. Anhang C). Die dufleren Quellen ¢ und ¢ sind antikommutierende c-Zahl-Funktionen. Bei der Bildung
der funktionalen Ableitungen hat man auf die Reihenfolge der Ableitungen zu achten. Die Ableitungen
0/60 und /09 antikommutieren mit ¢, 8, ¥ und % und untereinander und sind so definiert, da} man /dp
zuerst hinter die abzuleitende Grofle kommutieren mufl und dann die Ableitung bildet, 4/0g wird vor die
zu differenzierende Grofle gebracht (vgl. z.B. %), z. B.

) () o(z) = —p(2)-

e(z) =%(2) o(x) =) d(x—y); 5o () o(z) y(x)=0(x—y) y(2).

5() 5()

Q entwickeln wir in eine VorLrErra-Reihe 2:
Q= Z (n')2 f anaai’"z;;.xgx u' .... E)ou (xl) 08 (yl) .o Oy () Qﬁn(yn) dl‘l cee dyn .

Aus (7) ergeben sich fiir die ¢, die Gleichungen

a yeees 5 yLhyeees ny Y1y, Yn
~a¢;”- Srgd = —i [ par GovEi gz (8)
5 Siehe z. B. S. S. Scuweser, An Introduction to Relativistic schen wie bei Scuweser ergeben sich die gleichen Resultate.
Field Theory, Row, Petersen & Comp., Evanston 1961. Wie Scuweser verwenden wir die Metrik + — — —. Die
Wir haben die unsymmetrische Form der Lacraxce-Dichte Dirac-Gleichung fiir das freie Feld lautet
aufgeschrieben, damit der Ubergang zu den G, (i, yi) (—iyu3,+m) w=0.

leichter zu erkennen ist. Unter Verwendung der symmetri- 8 1. Novosuicov u. A. Turus, Fortschr. Phys. 6, 50 [1958].
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Die Funktionalintegrale fiir die ¢, mochte man wie friher im Gitterraum berechnen. Das scheint zu-
nichst wegen der Antikommutativitit der i und vy ganz unmdoglich zu sein. Die Berechnung im Gitter-
raum ist jedoch auch in diesem Falle moglich, es muBl nur darauf geachtet werden, da8 vor dem Ubergang
vom Kontinuum zum Gitterraum immer eine bestimmte Reihenfolge der i, v vorhanden ist (vgl. 7, An-
hang). Da die Lacrance-Dichte ein Skalar sein mul}, konnen darin stets nur Produkte (i I v)? vor-
kommen (I'=1, y“,...). % und y treten daher immer nur in diesen Kombinationen in den ¢, auf.
Diese Produkte aus zwei Spinoren sind miteinander vertauschbar. Wie sich unten zeigen wird, entsteht bei
der Integration iiber iy und y im Gitterraum nur dann ein von Null verschiedener Beitrag, wenn alle
moglichen Produkte % (y;) v (z;) jeweils an einem Gitterpunkt gebildet werden (x;=2z;). Die an den
einzelnen Gitterpunkten betrachteten Groflen sind demnach miteinander vertauschbar, so daB8 die Anord-
nung der Gitterpunkte, wie es sein muf}, beliebig sein kann und keinen EinfluB auf das Ergebnis hat.
Diese Bemerkung bedeutet aber nicht, daf} die aus der Antikommutativitit der %, v folgenden Eigen-
schaften der betrachteten 2-Punkt-Funktion bei der Integration im Gitterraum verlorengehen; es geht nur
das Vorzeichen vor dem ganzen betrachteten Ausdruck verloren. Im Ergebnis fiir die ¢, driickt sich die
Antikommutativitit der %, v in der Antisymmetrie in den z; bzw. y; aus.

Die durch Integration im Gitterraum gewonnenen ¢, konnen in (8) eingesetzt werden und missen
diese Beziehungen erfiillen; das ist eine Priifung der Rechnungen im Gitterraum, die zugleich das oben er-
wihnte Vorzeichen festlegt.

Wir werden im Abschnitt 1 die allgemeinen Eigenschaften der ¢, untersuchen. Im Abschnitt 2 werden
wir die einzelnen Beitrdge zu Sp als Graphen darstellen. Als einfachstes Beispiel behandeln wir in Ab-

schnitt 3 das freie Feld.
1. Allgemeine Eigenschaften der ¢,
Wir beginnen mit den niedrigsten ¢, . Fir ¢; haben wir
P55 = [ Pu(x1) w3, (y1) exp{i [ Ly de} D(, ) (9)
Dieses Integral soll im Gitterraum berechnet werden. An jedem Gitterpunkt setzen wir

Yalxr) =Tapexp{i @unys wp(y) =rpiexp{ —ipp} .

Es ist ip=vy*y% fir ° wahlen wir die Darstellung (s. z. B. Scuweser ?, S. 69) :

1 0
y°=( L ) (10)
0o -1
Aus (9) wird im Gitterraum 8
i) = lim [I [ roxexp{—i@on} ybainexplippnl ep{ —ieg(r it ri—ri—ri)7)
'Hra,kdra,kd‘pa,k- (11)

¢ ist das Volumen einer Zelle im Gitterraum. Die ¢-Integrationen laufen von 0 bis 27 und ergeben offen-
bar Null, wenn nicht k; =[; und gleichzeitig 0, = f8; sind. Da y° diagonal ist, bedeutet o, =, auch a; =g, .
Wir bekommen also ?

@ ¥ = lim Ik]z”f’g,,kl Voo Tan i, eXp{ —ieg(ris +r3p — 138 —T0.0) 9} I] Tk A 1 Oay gy Oyt (12)

= Po & M1, 5, 0, 5, Ori— ) - (13)

7 K. Symanzik, Z. Naturforschg. 9 a, 809 [1954]. 9 Der Faktor 2 7 in jedem einzelnen Faktor des unendlichen
8 Wir beschrinken uns bei der Angabe der M auf den Fall Produktes riihrt von der ¢-Integration her und wird in ¢,
I'=1. Anderenfalls stehen andere Kombinationen der r; aufgenommen. Im Gitterraum bedeuten die KroNecker-
im Exponenten. Fiir die Wechselwirkung g 9 ¢ ¢ sind die Symbole k7, das Zusammenfallen zweier Zellen. Beim
hier aufgeschriebenen Ausdriicke unmittelbar zu verwen- Ubergang zum Kontinuum wird aus dem Kroxecker-Sym-

den. bol Oryy — & 0(zy—yy)-
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In (12) und (13) ist iiber a; nicht zu summieren. Wir haben in (13) die Bezeichnungen

f"e 7’3a| Tor exp{—i£g(r12+r22—r327r42)’l} I]ridra
a

e ry ' 14)
1 fexp{_iEg(’12+’22_’32"42)'l} I] 7o dry (
und P = limﬂ 2af exp{ —ieg(ris +r55 —rip — 1507 rakdrar  eingefihrt.  (15)

Die Phase ¢ hat sich also bei der Paarung i, (x;) %4, (z,) herausgehoben. Bleibt ein Faktor exp{*i ¢ax}
allein stehen, dann ergibt die Integration iiber dga, x Null (s. 0.). Von Null verschiedene Beitrdge stammen
daher von allen in einem gegebenen ¢, maéglichen Paarungen 71 der Faktoren vor der Exponentialfunk-
tion an jeweils einem Gitterpunkt.

Sehen wir uns noch ¢, an:

P ST = [ Pa (%) w5, (Y2) P (22) w5,(y2) expli Ly dz} D (i) . (16)
Produkte, fiir die sich (im Gitterraum) die Phasenfaktoren exp{ =i ¢u.i} vor der Integration wegheben,
erhilt man fir z;=y;, a;=p; und 2, =y,, ay=f, sowie fiir v, =y,. 2=/, und 2, =y,, a5, =p;. Bei
der letzteren Bildung mufl man drei Vertauschungen vornehmen und erhilt ein negatives Vorzeichen. Natiir-
lich ergibt sich auch ein von Null verschiedener Beitrag, wenn alle vier Argumente (z;=2z,=y;=1,) zu-
sammenfallen; dann miissen die Spins a; 9= a, und S, 3 f, sein.

Insgesamt erhalten wir fir ¢,

| 02,8, 0 (21 —¥1) On,8,0 (21— ¥s)
(Z1...Y2) - 2 3 9 s, = i . —x, ) & 1 1 1 2 1 2
(pzflx v P2 (po{s Ml,ﬁllMl ,'13+£ (M oy 0y Oy Ml: 1 Ml» z) é(xl I-)J i(sizﬁl 6(1’2—_’[/1) 6012526(1'2—:1/2) (17)

f"e Vo1 Tar To Voo Tas exp{—i € g(r®+r2—r>—r?) } I]rid’a
a

mit Mz,a‘a, = (18)

f exp{—ieg(r+r2—r?—rp?) ) ][ o dra
a

In (17) und (18) ist iiber doppelt auftretende Indizes nicht zu summieren. Nach Anwendung des Operators
Ga,p,(%5, y) ist bei der Summation tiber a, zu beachten, dall a, dreimal vorkommt.] Die Faktoren M;
und die entsprechenden Kombinationen daraus haben denselben Ursprung wie beim skalaren Feld (s. a.
Anhang A).

@, wird dementsprechend die n-reihige Determinante | da;s; 0 (x; — ;) | enthalten. Die Antikommutativi-
tat der ip, v bewirkt das Auftreten der Determinante, also Antisymmetrie in den z; bzw. y;.

Aufler dem Grundterm, bei dem alle n Punkte voneinander verschieden sind, enthilt ¢, noch Beitrage,
fiir die zwei oder mehr Punkte zusammenfallen. Es konnen aber nicht mehr als vier Punkte (z;,%;) in
einen Punkt zusammenfallen, weil sonst die Spin-Determinante Null ergibt. Allgemein konnen von beliebig
vielen verschiedenen Punkten maximal je vier Punkie zusammenfallen.

Fallen zwei, drei oder vier Punkte zusammen, so wird die Determinante mit weiteren O-Funktionen
multipliziert. Der Faktor mit diesen zusitzlichen d-Funktionen wird in allen n Punkten (z;.7;) symmetri-
siert. Ein Produkt aus einer (zwei Punkte gleich), zwei (drei Punkte gleich) oder drei (vier Punkte
gleich) d-Funktionen wird mit der entsprechenden Kombination der M; (A.1), (A.2) bzw. (A.3) multi-
pliziert (s. Anhang A).

2. Darstellung der Beitrdage zu Sy durch Graphen

Wir befassen uns weiter nur mit dem Fall, dal die M; keine Indizes tragen !° und geben eine graphische
Darstellung der Beitrige von ¢, zu Sp an, die zweckmaBig ist, um einen Uberblick iiber die vielfiltigen

10 Wiirden die M Indizes tragen, dann wiirden die einzelnen einzelnen Teile der Graphen wiirden eine etwas andere
Summanden in den Summen iiber a; (i = 2) im allgemei- Bedeutung erhalten, an ihrer Gestalt wiirde sich nichts
nen mit verschiedenen Faktoren multipliziert, und man andern.

konnte sie nicht mehr vor den Operator (20) ziehen. Die
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Beitrdge zu der Reihe (3) zu gewinnen. Dabei gehen wir an Hand des Beispiels

O(xy—ys) O(xa—vy3) -+ - O(xn-1—Yn) O(2y—y1) 8. Oy -+ -« Oy Oy B, (19)
vor. Auf (19) wirkt der Operator
jﬁ%.”d%dh.ndwétw—yy(—iﬂ¢,£%+6%mmy-ﬁﬁm—yﬁ(—iﬁwfg%‘+6hmﬂa-(2m
Die Anwendung des Operators (20) auf (19) ergibt

(I i TR (21)

Bei der Berechnung von (21) haben wir mehrfach partiell integriert und die Eigenschaften der J-Funk-
tionen und ihrer Ableitungen verwendet. Wir wollen die notwendigen Rechnungen fiir n =3 wiedergeben.
Es ist

. D 3
1= [ [[] azodyo dzy dys 0 —0) Oy —y9) (—ivhng g +0amm)(=ivhn g +0unm)
: 6(11_3/2) 6(xl_y3) 6(I3—y1) 60‘1ﬁ2 6“253 63‘351

umzuformen. Wir integrieren zuerst iiber y, und verwenden
d ’
[12) 8) o=~ @)
gleichzeitig fiihren wir die notwendigen Summationen tiber die Spinindizes aus:
o5 O . 3
I= ([ [azy dyo day 0 —y) (i 75 g +0smm) Sty — ) (i g +0nam ) 021 —2) 823 — )
Die Integration iiber x5 ergibt

o ) i d
I=jjdx2dy25(x2—y2) (lyaax " +(5m,m) 5(%—12)(—175‘1@ +5ﬁ,am)5(21—y2) .

Die Ableitung 'aarﬂ schreiben wir nach der Formel 'aaé O(r—y) = —é% 0(z—y) als Ableitung nach vy, .
2

Dann ziehen wir den Operator <—i yH 'afyfa,; + m) vor das Integral. Anschliefend wiederholen wir dieselben
1

Schritte in derselben Reihenfolge fiir y, und z, und erhalten
N . 3 ., 9 2
I=<—l}/aa. "ay{ +6aa,m)(—1yg,m§§5 +6ﬂ,am)6(x1_y1)=( _z}/r“é!;{;-{—m) (5(:1:1~y1) #

Fir n=3 ist das der (21) entsprechende Ausdruck. Durch Anwendung immer der gleichen Rechenschritte
kann man einen Ausdruck beliebiger Ordnung in die Gestalt (21) bringen.

0 : s i @ s
Wir haben hier symbolisch (—iy“‘ gk +m)n ge- die beiden Punkte, die in einem Argument einer o-
1

schrieben. Bei dieser Produktbildung ist immer iiber Funktion von (19) stehen, zu einem Doppelpunkt
zwei Indizes zweier aufeinanderfolgender y (und 9) zusammenfallen (Abb.1b).

zu summieren; das erste y trdgt den Index a; an

X X X
zweiter Stelle, das letzte den Index f; an erster Stelle A wi? ho
(entsprechendes gilt fiir die 6’s bei m). % @ ., T ey
Wir stellen zunéchst jede Variable x; und y; durch A A Yoy XL Y,
einen Punkt dar. Die beiden Punkte (z; und v;), Abb. 1 & e

die im Operator (20) im Argument einer d-Funktion

stehen, verbinden wir miteinander durch eine Linie. Aufler diesen zusammenhingenden Graphen, die
Die freien Enden z; und y, kennzeichnen wir durch wir als Grundgraphen bezeichnen werden, kommen
eine kurze Linie (Abb. 1 a). SchlieBlich lassen wir noch nicht zusammenhéngende Graphen aus der De-
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terminante fiir ¢, . Zum Beispiel resultieren aus.q;
die Graphen (alle drei Punkte sind voneinander ver-

schieden) :

o oo =
oo -—o— —— ——
a b c
Abb. 2.

die die folgenden Ausdriicke darstellen:

" i 2
a) (—zy#raryl{ +m> O(zy—yy) »

; 3

b) m5(0)( _lWST/I‘T +m)6(xl—y1) ;
C) [mé(o)]26(11—?/1) 6“151’

... 9°
9 ( AT

Die Schreibweise 6(0) ist hier nur der Kiirze
halber verwandt worden. Der Ausdruck fiir den Gra-
phen Abb. 2b lautet ausfiihrlicher geschrieben

+m) 6(0)-d(z,~yy) -

. 3
Jé2(x.2—y2) dz, dyz( —17”’3'3/{7 +m)6(x1—y1) .

Wir berechnen alle Funktionalintegrale im Gitter-
raum. Dabei ergibt sich (nach der Riickkehr zum

Kontinuum)

das werden wir im folgenden ausnutzen.

Die Beitrdge der nicht zusammenhéngenden Gra-
phen kiirzen sich in Sy gegen die entsprechenden
Beitrdge des Nenners.

Die einzelnen Graphen kommen verschieden héu-
fig vor, sie mussen daher noch mit bestimmten Ge-
wichten multipliziert werden. In diesen Gewichten
sind auch die Faktoren enthalten, die sich bei der
Summation iber die Spinindizes durch Kontraktio-
nen von y oder ¢ ergeben.

Zur Illustration geben wir alle Beitrdge mit den
zugehorigen Gewichten von ¢y, ¢, und ¢4 zu Sy an:

—— —(z;—y1) duipy
Abb. 3.

i +'") 6(11"‘.’/1)

——o— —(—iy#faf;{‘

. Y
Abb. 4.

G. HEBER UND

A. KUHNEL

2
=== _<_i?’" au +m) O (z1—y,)
oyt

_*_Q_ 12 m 6 (0) (—-i}'# -a% +m) d(zy—yy)
d

3

In den Ausdriicken zu Abb. 4 und 5 steht immer
z, im Argument des Symbols 0(0) (z.B.

12(—iy3+m)20(0) 6(zy —y,)

12[(iy 3+m)26(0)] O(zy—yy)

—6[m 4(0)]2 6(11"3/1) Oas B
Abb. 5.

die abgekiirzte Schreibweise fiir

125 {( — ;m 3:4‘ = m)L 6(1‘3 = Il)
O(xy—x,) O(xg—yq) dag),
in den Ausdriicken zu Abb. 2 ist das nicht der Fall,

deshalb zerfallen diese. Die Ableitungen wirken im-
mer nicht auf z;. sondern auf den anderen Teil des
Argumentes, aus dem die Null entsteht.

Beim Zusammenfallen zweier oder mehrerer
Punkte ist zu beachten, dafl man nicht nur aus den
Grundgraphen Beitrdge erhilt, sondern auch von
den in der Determinante enthaltenen zerfallenden
Graphen, weil aus diesen zusammenhéingende Gra-
phen werden konnen. Das ist beim Aufschreiben der

Gewichte zu beachten (s. Anhang B). Zum Beispiel
ergibt sich der Graph 4 aus dem Grundgraphen
-+ und aus 8- , wenn die beiden Punkte (2, ,7,)
und (z,, y,) zusammenfallen.

Als allgemeine Regel gilt fiir die Konstruktion
der Graphen: Man lasse die in den zusitzlichen o-
Funktionen in einem Argument stehenden Punkte
zusammenfallen; dabei hilt man sich am besten
Abb.1a vor Augen. So entstehen alle moglichen
Graphen (mit Schleifen, Verzweigungen und Mehr-
fachbindungen).

Das Schema Abb. 7 aus ? ist auch jetzt niitzlich.
Es bleibt unverdndert giiltig und ordnet die ver-
schiedenen Beitrdage zu Sy .

3. Das freie Feld

Als einziges Anwendungsbeispiel behandeln wir
hier das freie Feld. Die Lacrance-Dichte ist

Lo —p(—iyp"Qu+m)y—gipy.
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Das Glied — gy haben wir eingefithrt, um zu
sehen, ob sich ein Unterschied ergibt, wenn man den
Massenterm zu L, oder zu Ly nimmt.

Es sind die Integrale (14), (18) und entsprechend
M und M, mit ¢ =1 zu berechnen. Fiir a; =1, 2 ist

[ riPexp{—iegr?}dr, 1

Mg gy ey THASTY
11 1,2 f ryexp{—icgr?}dr, ige?

(22)
weil die vierfachen Integrale in ein Produkt aus vier
Integralen zerfallen; drei Integrale kiirzen sich her-
aus. Ferner ist fiir a; =3, 4

—fr33 exp{icgry?} dry 1

Ma=tMha=fr eoticarsyar, ~iger )
Man braucht M, also nicht mit einem zusétzlichen
Index zu versehen. Das gleiche gilt fir M, (wobei
zu beachten ist, dal a; =a, wegen der Antisymme-
trie der ¢, und z, = z, nicht vorkommen kann) usw.
Ferner sind My=M2, My=M3? und M,=M*, wie
man der Struktur der Integrale leicht entnimmt.
Nach (A.1), (A.2) und (A.3) liefern nur die Grund-
graphen Beitrdge zu Sy .

Die Integrale (22) und (23) sind nur bedingt
konvergent. Man mulf} deshalb beide mit Konvergenz-
faktoren multiplizieren. Als diese Faktoren wahlt
man zweckmiBig exp{ — & (r;2 + rs2 + r32 +r,%) } mit
¢ >0. Statt (22) ergibt sich dann 1/(¢"+igé) und
statt (23) —1/(¢’—ige). Diese beiden Ausdriicke
sind im Grenzfall ¢ — 0 einander gleich: M, =1/ige.
Wir werden & bei allen Rechnungen weglassen und
nur im Endergebnis vermerken.

Von

Pnle g = (= 1) g My e | Ouip, 8 (i —y5) |
— (=D" e 1
- ignr ” 611ﬁ16(xi—'yj) :‘ (24)

benotigen wir nur die Terme, die zusammenhéngende
Graphen (die Grundgraphen) ergeben. Wir kontrol-
lieren zunéchst, ob das durch (24) gegebene ¢, die
Beziehung (8) erfillt. Aus (8) ergibt sich die Glei-
chung (s. Anhang C)

([0 dray-

die natiirlich erfiillt werden kann 1.

g Na(f'o
4@, g’

11 Eine andere Moglichkeit, (24) zu priifen, ergibt sich dar-
aus, dafl Q2 fiir das freie Feld mit einer Formel von
Symanzik 7 geschlossen als Funktional von o und p dar-
gestellt werden kann (durch geschlossene Ausfithrung der

1251

Der Beitrag eines Grundgraphen n-ter Ordnung
zur Reihe (3) ist

(—iyn—t —1 (n—1)! (_iya+m)n—16(x1—y1)

(n=1)! (ig)"
_ (—z?a—!—m)ﬂ"lé(xl_yl) . (25)

9 —8
Bevor wir die Reihe (3) aufsummieren, ist es zweck-
malig, zur Fourier-Transformierten von Sy iber-
zugehen:

1 5
Se(y—2) = goe | esp{~iply—2)} Sr(p) dp.
Setzen wir fiir
1 5
O(xy—yy) = 22t j exp{ —ip(y;—=) } dp,

so erhalten wir fur S (25) in der p-Darstellung

1 _ S (zrptme

25F(p)— n;, g ( —& )
Aus dieser (3) entsprechenden Reihe kann man den
ersten Faktor der einzelnen Glieder herausziehen.
Die verbleibende Reihe ist die geometrische Reihe

§ (:7 P+,’Z£>" __ —&
=N =8 yp—m—g’

und es ergibt sich fiir Sp(p)

2Se(p) = —i/(yp—m—3g).
Wir erinnern uns an den Konvergenzfaktor bei der
Berechnung von M; und schreiben dementsprechend
den kleinen Summanden i ¢’ in den Nenner:

1Sp(p) = —i/(yp—m—g+if).
Das stimmt mit dem iiblichen Ausdruck fir Sy fiir

ein freies Fermionenfeld iiberein (vgl. ScaweBER ?,

S. 446).

4. Schluff

Die in 23 vorgeschlagene Methode zur Berech-
nung von Zwei-Punkt-Funktionen 1a6t sich also nach
gewissen Modifikationen auch fiir ein Fermionenfeld
verwenden. Am Beispiel des freien Feldes haben
wir uns iiberzeugt, dal unsere Methode zum richti-
gen Ergebnis fiihrt, unabhéngig davon, ob die Masse
in £, oder Ly aufgenommen wird. Das Beispiel des
freien Feldes diente uns natiirlich nur zur Priifung

Hiieerr-Raum-Integration). Entwickelt man dieses £ in
eine Vorrerra-Reihe, so erhilt man als Koeffizienten ge-
nau unsere @y .
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unserer Methode. Die eigentlich interessanten Faille
fir die Anwendung unserer Methode sind Felder
mit starken Nichtlinearititen und stark verkoppelte
Felder. In diesen Fallen ist das Vorgehen prinzipiell
geklart; es werden aber nicht mehr nur Beitrage von
den Grundgraphen auftreten, und die Summation
der Reihe (3) wird schwieriger werden. Es besteht
aber genau wie im Falle des skalaren Feldes die
Moglichkeit, unsere Ergebnisse mit der Lenmans-
schen Spektraldarstellung zu vergleichen und auf
Eigenschaften des
schlieflen, ohne die ganze Reihe (3) aufsummieren
zu miissen.

Die Behandlung realer Wechselwirkungen und
Nichtlinearititen soll der Gegenstand weiterer Arbei-
ten sein. Auch Mehr-Punkt-Funktionen lassen sich
prinzipiell mit unserer Methode berechnen.

Wir mochten Herrn Dr. H.-J. Kamser (Dubna) fir
wertvolle Diskussionen herzlich danken. Ferner gilt
unser Dank der Direktion des Vereinigten Instituts fiir

Kernforschung in Dubna fiir die erwiesene Gastfreund-
schaft und das Interesse an unserer Arbeit.

wichtige Fermionenfeldes zu

Anhang A. Zur Berechnung der Momente

Die Momente M vor den verschiedenen Produkten
von O-Funktionen in den ¢, tragen im Fermionen-
fall im allgemeinen Indizes [s. z.B. (18)]. In der
Darstellung (10) ist y° diagonal, und es gentgt,
die M nur mit einem Index zu versehen. Uber o,
wird nie summiert, auch wenn es doppelt auftritt.
Die Summationsindizes a; (i == 2) treten dreimal
auf; diese Abweichung von der Summationsvorschrift
entsteht bei der Darstellung von . als ra exp{i ¢a} .

Die M mit den verschiedenen Indizes konnen sich
in speziellen Fillen auch als gleich ergeben. Dann
kann man die Indizes weglassen und die entspre-
chenden Kombinationen der Momente ergeben sich
identisch mit denjenigen fiir das skalare Feld (s. 3).

Da im Fermionenfall maximal nur vier Punkte
in einem Punkt zusammenfallen kénnen, bendtigen
wir nur die folgenden drei Kombinationen: fiir zwei
zusammenfallende Punkte

My — M2, (A.1)
fiir drei zusammenfallende Punkte
My —3(My—M32) My —M?, (A.2)
fiir vier zusammenfallende Punkte
My —4[M;—3(M;—M3> M, —M3] M,
—3(My—M2)? —6M32(My—M32) —M:  (A.3)

G.HEBER UND A. KUHNEL

Fiir einen einzelnen Punkt kommt noch der Faktor
M hinzu. Fiir die einzelnen Beitrdge zu ¢, haben
wir die entsprechenden Kombinationen der Momente
zu multiplizieren, je nachdem wie oft und wie viele
Punkte zusammenfallen, so daf} die Summe der Ex-
ponenten von M, immer n ist.

Anhang B. Gewichte der Graphen

1 n
Der Grundgraph n-ter Ordnung -e-e—e—-:--e—s-

hat das Gewicht — (n—1)!. Das ist die Anzahl der
moglichen Permutationen der Linien zwischen den
n Punkten oder auch die Anzahl der Produkte der
Determinante n-ter Ordnung, in denen die n Punkte
nicht zu irgendwelchen Zyklen zusammengeschlossen
sind. Das Gewicht eines Graphen n-ter Ordnung
(mit n voneinander verschiedenen Punkten) mit
Vakuumschleifen ist

((n;})!) Il—[ (‘m_ILl.i—l,) {1} [,] fi! 4i(—1)i+t,

Darin sind n die Ordnung des Graphen, ¢ die Anzahl
der Vakuumschleifen, m die Anzahl der Punkte in
allen Vakuumschleifen, [; die Zahl der Punkte in
einer Vakuumschleife, [,=0, r, ist die Anzahl der
symmetrischen Vakuumschleifen.

Der Faktor — (n—1)! ist das Gewicht des Grund-
graphen; durch m! mul} dividiert werden, wenn
m Punkte aus dem Grundgraphen herausgenommen

m—l{;_1> ist die Zahl der Moglichkeiten,

aus (m—1;_;) Punkten Gruppen von [; Punkten zu-
sammenzustellen. ([; —1)! ist die Zahl der Permuta-
tionen der Linien einer geschlossenen Schleife aus
[; Punkten. Die Faktoren 4/ stammen von Kontrak-
tionen der y und 0.

Das Gewicht eines Graphen n-ter Ordnung mit
einer Schleife ist die Zahl der Moglichkeiten,
daf} von n Punkten jeweils zwei aufeinanderfolgende
tibereinstimmen. multipliziert mit dem Gewicht des
Grundgraphen: — (n—1) (n—1)!. Genauso oft er-
gibt sich dieser Graph auch aus dem Graphen n-ter
Ordnung mit einer Vakuumschleife. Das Gesamt-
gewicht des betrachteten Graphen ist also

3(n=1)!(n-1).

werden. (

Analog ergibt sich fiir den Graphen -e—e« S

das Gewicht 3(n—1)! (n—m). Ahnlich sind auch
die Gewichte fiir alle anderen Arten von Graphen

beschaffen.



ZUR BEHANDLUNG STARK VERKOPPELTER FERMIONENFELDER 1253

Anhang C. Funktionalgleichungen fiir 2 und ¢,

Fiir Q= [exp{~i[ (gPw—2y—ipe) dz} D(p,y) sind
) — % s = - == ’
“55 - _ijwlyexp{—lf(g’%}‘/"QW—WQ) dz} D (i, y) d’
820 = T _ s
und de'ao(z') 35(;5:—jwweXP{—l/(gww—ew—sv@) dz} D(p,y) do
: e . ®  4.0
daher gilt dg —ljég(z) dai(x) T

Setzen wir hier die Entwicklung fiir £ ein, so ergeben sich

30 w1 O¢n —
dg - Z (n!)2 (pn 0u, (1) - .. 0. (yy) dxy ... dy,
n=0

S 2., W T e ) T
g j 60 (z) 60 (x) S n%o 7(7;'7)‘2 j Pn+1 gzot, dn:ﬂx yﬂn +d )Qoh (xl) e e 0By (?/n) dx dxl e dyn s
aqﬁﬂ, iz : (z,21,..., Tn3Z,Y1...,Yn)
also muf} Bg = ¢n+1aa, dnaBr.. Bn dx (C.1)
gelten. Wir berechnen nun die beiden Seiten von (C.1) mit dem Ausdruck (24) fiir ¢, und haben
e A, 1 in |
g = (- D" {*gg"* T GgnH %} | Ouit, O (zi—y3) | - (C.2)
Ferner ist
o bax O —2) Bup,d(z—yy) --
J¢"+lg‘1al ,.&.ﬂ‘:éllx iy 1/15) d - (L jn+1¢o jv d.’t 611&6(1:1 x) 6a1ﬂ1 (xl yl) (C'3)
-1 +1
- 5 ;)"Mhﬁ [4f O(x—2) dz—n) | bup 6 (zi—y;) | . (C4)

(C.4) ergibt sich, indem man die Determinante in (C.3) nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt.
Die Determinante in (C.4) ist n-reihig. Fiir f 0 (x — x) dx schreiben wir den Ausdruck hin, aus dem es
[bei der Ableitung von (C.1)] entstanden ist:

L.71.. . yn 1)n+t
j (pn+lc(xm i i - (L;, n+1¢o | Sais; 8 (i —y;) | (4 ff 2(x—&) dx d‘t—n) (C.5)

(C.5) multiplizieren wir mit —i und setzen es gleich (C.2):

8‘170717_ ing, _ 4% jj 2 _ing
3 (er (gt  (igng = ol (fg)ntt”

Die zweiten Summanden auf beiden Seiten heben sich gegenseitig auf, und es bleibt die im Text angegebene
Beziehung iibrig.



